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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
Актуальность темы. Многие физи•1С(;кие, техничеt:кие и -rехtюJюrи•1е­
ские нроцеt:сы и явJ1ения •1-акис, как транспортировка нефти rю трубо11р0tщцу, 
плоскопара.11ле.11ьная тсрмоконвекция нязкоупругой неежимаемuй жидкости, 
эволю11ия свободной поверхности фильтрующеlkя жидкости, J\IШамика дав­
,1ения жидкости, фильтрующейс>1 в трещинноl!ато-пористой среде моделиру­
ются уравнениями соболевскоru тина. При этом частu CL"l.'Ь необходю.10L·гь в 
цеJiях исклю•1сния аварийных ситуаций , на11римср, rидродинамичеекоrо удара 
при перепадах давления н трубоrtроволе ;1ибо нарушения 11епрсрывнuсти про-
цссса термоконвскции в резуJ1ьтате нарушения тсх1юлu1·юi и т. 11 " осущеL'ТВ­
лять многочисленные наб,1юдения этих процсссо11 с различных точек и в ра.'"J­
;1ичные моменты времени. Для носстановJiсния параметрон этих 11ро11ессов по 
результатам наблюдений применяются многоточечные нача.пыю-конечные за­
дачи 171. Решению таких задач для неклассических моделей ма·1·смати•1сской 
физики посвящено данное иссле;1онание . 
Необходимо отметить , что уравнения сuболевско1·0 типа, известные также 
как вырожденные уравнения, уравнения нсраэрешенные относительно стар­
шей производной , 11севдопараболичсские уравнения и J1,аже уравнения нс ти­
па Коши - Ковалевской состав11яю1· ныне обширную область среди неклас­
си•1еских уравнсниА математическоА физики. Первым уравнения такого рода 
получил А. Пуанкаре в конце 19 века, однако систематическое их исследова­
ние началось с середины прошлоr·о века в работах С.Л. Соболева. 1 Термин 
"уравнения собо;rевскоrо типа" ннел Р.Е. Шоуолтср. 
Рассмотрим 
- уравнение Баренбла·гта - ){(елтова - Кочиной 
(1) 
моделирующее динамику давления жидкости, филь1·рующеАся в трещиннова-
------- -- - --- - - ------
1Demideolw G.V., Uspenskii S.V. Parti.aJ Фffert'.ntial equations and systemв nnt "°1.-а.Ые wiLh r«1pert to tlie 
Ьighest - order deriwtive. N.-Y.; Вазе\; Hong Koag: Marcel Deldrer, Inc., 2003. 
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·1·0-пористой среде. Кроме того, уравнение (1) моделирует 11роцеп; влаго11ере-
11оса в почве и 11роцесс теплопроводности в среде с двумя тем11ературами; 
-- линейное уравнение Дзек11ера 
(2) 
которое описывает энолюцию свободной понерхности жидкости, фильтрую­
щейся в пласте ограниченной мощности; 
систему уравнений Осколкова 
( Л - '\7 2)ut = v'\7~1. - ( 11. • '\7)11. - '\i'p, '\7 · и = О, (3) 
моделирующую динамику скорости и давления вязкоупруrой несжимаемой 
жидкос-~·и. 
Если pact:мoтp<."l'h J1Иней11ый одномерный ана.1101· системы (3) на конечном 
связном орие11тированнuм графе, то 11олуче1шая моде;1ь описывас'l· транс1юр­
тиронку нефти по трубо11роводу. Если же t:истему (3) рассматривать в за­
мкнутой области П С JR2 с краевыми условиями Бенара, то в этом случае 
она будет моделировать плоскопараллельную термоконвекцию вязкоупругой 
несжим~мой жидкости. 
Рассмагрим многото•1ечную нача.лы~о-конечную задачу 
Pj(u(тj)- щ)-= О, щ Е 11, j = O,n, 
-оо $а< т0 < т1 < ... < Tj < Tj+1 < ... < Ь $ +оо, 
(4) 
для уравнений соболевскоrо типа 
U.1. =Ми-'- J. (5) 
Все рассмотрен ин проводятся н банахоных пространствах U и~, причем опера­
торы /,, М Е .C(U; ~), а Pj - относительно спсктра.:1ьныс проекторы. Заметим 
срюу, что чаегным случаем (4) н случае, когда tif (М) = 0, j = г,n, являет~;я 
задача Шоуо;1тера Сидорова [311 
Р(и(О) - и0 ) =О, (6) 
важная роль котоµоlt <Уrмечена в ряде численных исследованнl! эко1юмиче­
ских2 и технических моделей3 . Наконец, отметим, •tто задача (4) в более част­
ноn чем здесь 11остановке 
Р_и(О) = ио , l'.,.u(T) = ит, (7) 
впервые появилась в работе аВ1'Ора, ~·де она названа "задачей Вериrина11 [1[. 
Причиной такого названия послужило большое чисJiо публикаций, например, 
статья Панкова А. А., Панковой Т. Е.4 , где рассм<Уrрена такая задача, 1ю про­
екторы Р_ и Р+ являются спектральными проекторами оператора L . Такая 
задача была названа "зада•1ей Веригина" , хотя и она, и поставленная здесь за­
дача, имеют мало общего с задачей , поставленной Н.Н. Веригиным. Наконец, 
обра.п1м внимание на фундаментмьную теорию С.Г. Пяткова5 , разработан­
ную для задачи (7), где Р_ - спектральный проектор опера.тора. L, построен­
ный 110 отрицатеJJьной части спектра. С.Г. Пятковым такие задачи названы 
"задачами сопряжения", причем во::~никли они в уравнениях с меняющимся 
направлением времени. В чедябинской школе Г.А. Свиридюка задача (4) для 
уравнений соболевского типа (5) в последнее время весьма активно изучается 
в сдучае n = 1 11 различных аспектах . Имеются результаты по оптимальному 
управлению решениями таких задач6 , в том qисле и для уравнений соболев­
скоrо типа высокого порядка7 . В заключение следует отметить, ч·го много­
точечные начально-конечные задачи имеют прикладное значение, с другой 
2Кел.nер А.В. Алгоритw решения з11,11&чн Шоуол-rера - Сидорова для моделей пеонn.еаскоrо типа // 
Вести . Юж.·Урм . гос. ун-та. Сер.: Мат. wодепирование и програмиироваиие . Чепябкнск, 2011 . 1'' 4 (241), 
выл . 7. с. 40-·46. 
3 Шестаков А .Л., Келлер А.В ., Назарова Е .И. Чис.1енное реwекке задачи опти"альноrо юморении / / 
Аитоиаткка н телемеханика. 2011. №12. С .56-68 . 
'Паюсов А.А., Паиою"" Т.Е. НелкнеАные эеоnюцнонные ypaвueRИR с необратимым оnераторны" коэф­
фкциснтом прм проювоД11ОА. Дрк.а. Акв.а,. nay• Украюtьr. 1993. Н> 9. С. 18-20. 
6 Py81kov S.G . Operator tЬюrу. Nond....Ucal proЬlems . Utrecht; Вовtоа; Коlо ; Tokyo:"VSP, 2002. 
8 Маиахова И .А. , Дыльхов А .Г. Опткма..u.вое управление реmенRАМи иачальво-хоttе"tНОА зад&Ч1t дn• 
лкнеА110R wоделн Хоффа / / Мат. заwеткн. 2013. Т.94, »2. С.225-236. 
ТЗа,мы:ш.n:мва А. А . 1 Цыплеикова О.Н. Оптимальное уnравление реwени.и:ми nача.льно-хонсчвоlt задачи 
для уравnеккя Бусскнеска - Лява // Вести. Юж.-Урм. гос. ув-та. С-ер . : Мат. моделирование и проrрам­
ммрование. Челябинск , 2012. №5 (264}, вып. 11. С. 13-24. 
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стоµоны ю1ляются маi!оизу•юнными как качественно, так и численно. Все это 
обуславлинаст актуа.11ыюсть данного исследования. 
Це.J1ью работы нвлястси качестRенное и количественное исследование мно­
готочечных начально-конечных задач для неклассических моделей математи­
ческой физики с разработкой 11ро1·рамм, реа,1изующих численные методы их 
исследования. 
ДJtИ достижения /],анноt! 1\сли необходимо решить следующие задачи: 
1. Разрабо-1'11.ть на основе многоточечных начально-конечных условий новый 
метод мо;1елиро11а11ия различных nро11сссон, что 11озволит находить иссле,1ус­
мые 11арамстµы физической системы. 
2. Построить ка•1естнснную теорию иссле/],онания м1ю1·оточечных начально­
конечных змач для математических моделей, основанных на линейных урав­
вс11иях соболсвскоrо тина с относительно р-ограниченным. относите.-.ыю р­
сектоµи11.11ы1ым и относитслыю р-рмиальным 011сратором М. 
3. Исс;1е,цшшть ),!атсмати•tескую модс;11, транr:1юртировки нефти по тру­
б011роволу и докюать Оi\IЮЗ1tа•1ную разрсшю.ЮС'IЪ многоточечной начально­
ко11е•11юй за1щчи J\,t;t этой модели. 
4. ИссЛС/],оtш·rъ математическую модель 11Jюскопарал11ельной термоконвек­
ции нязкоу11ру1·ой 11ссжи.\1аемu!I жидкости и доказать однозначную разреши­
мость м1Юt'tУючечно!I 11а•1n.лы10-конечной зал,ачи для этой МОiJ,ели. 
5. Исс.1с)юва·1ъ математическую модель эоолюuии свободно!\ поверхности 
фильтрующс!lr:я жидкости и докюать однозначную разрешимость многото­
чечной 11а•rа.11ыю-консчноll зада•tи для это!\ мо/],r.ли. 
6. Исслс11овать стохасти•Jескую математическую модс,1ь динамики давле­
НЮf ЖИ/\Кости, фильтрующейся в трещинновато-нористой среде и доказать од­
но:тач ную ра.:1рсшимш"·1ъ многоточе•шой на•1аJ1ьно-конечной залачи для этой 
модели. 
7. Разработать а.11горитмы численных методов решения многоточечных на.­
чально-коне•шых 33,1\1\'1 для иr:еле.r~уемых моделей. 
8. Реали:J()вать в виде нроt'рамм .ц.r1я ЭВМ раэрабm'l!.нные численные мето-
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ды и 11ро11ести вычис,1ител~,ные экс11еримснты д;1я чисJ1с111ю1 ·0 решения м1ю­
готочечных начально-конечных задач дю1 одномерных уравнений Оr:колкова 
на конеч11ом связном ориентиро11ан1юм 1 ·рафе; для линеаризо11а11ной системь1 
уравнений Осколкова в облас1·и; J(ЛИ линеаризованно1·0 уµа1ше11ия Дзекцера и 
стохаt"ГИ•1еского уравнения Барснбла·1"1·а ·· Жедтова - Кочиной. 
Научная новизна. Научная новизна исс,1едования зак.1ю•1ас·1·си в том, 
что разраб<Уганное напраВJ1е11ие 110 изучению разрешимости м1ю1·оточсчных 
1щ•1а..11ы10-конечных задач д.; 1и J1И11ей11ых уравнений соболевского '!'ипа 11римс­
нено к решению ряда актуальных задач гидродинамики , теории неньютонов­
скнх жидкостей, теории фи,1ьтрацнн , которые описынаклси матсм11m •1сски­
ми моделя~н транспортировки нефти по трубопроводу, плоско11ара.;1лсльной 
rермоко1шекции вязкоупругой нссжимае~ой жидкости, э1юлкщии свободной 
11оверхности фильтрующейся жидкости, динамики давJ1ения жидкости, филь­
трующейся в трещинновато-пористuй среде. Доказана однозначная разреши­
мость многоточечных начf!.J1ыю-консчных зада•~ д.пя указанных математи•~е­
ских моделей . Разработаны алгоритмы численного решения 1юставленных за­
да•~ и реализованы в виде комнлекс..а программ . 
Методы исследовании. Основным методом иССJ1едования является метод 
редукции конкретных математических моделей к мноrоточе'lным нача.лыю­
конечным задачам для линейных уравнений соболевско1·0 ти11а . При исс.аед(}­
нании абстрактных уравнений применяется метод Свиридюка разрешающих 
(полу)rрупп операторов. При разработке мrоритмов численных методов ис­
пользуется модифицированный метод Га.леркина и метод сеток. 
Теоретическая и практическая значимость. ПоJ1ученные в работе те(}­
рстические результаты являются существенным вкладом 11 р<!,;jвитис общеА 
теории линейных уравнений собоJ1свск01'0 типа. Доказана однозначная раз­
решимость мно1'0Точечных нача.льно-конечных задач для абстрактных урав­
нени!! соболевского типа, при•1ем получены аналитические ренюния рассмат­
риваемых задач. На основе абстрактных резу.1ьтатов расемо-грена разреши­
моеть многоточечных нача.льн(}-конеч ных за.дач д.ая конкретных математиче-
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ских эно;rюционных ~ю;1слсй, :.юдrлсй 1·ищюдинш,~~~.1• и те>'!Н'.!>1 фильтрации. 
Пuстµоены а.11гоµитмы µсшснин 1юстанлснной :1адач" :1ля .-:.1с1·~мы урапнс11ий 
Оско.1кова, рассмо·rренной на графе и с усло~ннt.\.\И Бf'нара. /1-'IЯ уравнения 
эволюции свободной фильтрующейся жидкости д;1я уршзнРния Баренблатта -
)l(слтова Кочи11ой, 11озмуще111юп1 <1.11.дитивным белым шумом, позволяющие 
1юлу•111·1ъ •шслешюе решение и наглядное представление о повс11ении реше­
ния в 1·раф1Р1еском ВИi\С. Данное исследование поз!ю.1ит изучать качественно 
и ко;ш•mст11с111ю друr·ис некласси•1еские модели ма·гсматической физики, в ос­
нове которых лежат уравнения соболевскоrо типа. К1юме то1·0, рсзу;11,таты ис­
сшщuвавия 11риме11имы для решения новых за;1ач дтt таких математических 
моделей, н<1nример, задач упранляемости, оптималыюго унравления, устойчи­
вости. 
Практи'lсская зна•шмостъ работы заключи.ется в применении результатов 
1-.ссле11uва11ия н разли•1ных прсл~1етных областях. А именно, исс:1сдования ма­
тсма:1·и•1сской модели тра11с1ю1r1·ировки нефти по трубопроводу могут быть 
иснолъ:юrшны в нароюю:v1 хозяйстве для предотварщевия аварийных ситуа-
11ий; MO)\CJll, ш1оско11ара.;1лСJ11>1юй термоконвекции вязкоупруrой несжимаемой 
жидкщ~rи будет полезна о нефтяной пµомыш,1с1111ости; модели эволюции с1ю­
бод11ой поверхноеги фильтрующейся жидкости и динамики давления жидко­
сти, филыгрующеl!ся в трещи111ювато-пористой среде применимы в геологии 
при изучении фил~,трации воды в пu'lве. Разработаны и реализованы алгорит­
мы •1ис;~ен1101·0 решения рассматриваемых задач в виде программ, написанные 
на языке программмирования uысоко1·0 уров11я С++ и в вычисJrительной сре­
де Maplf', •по 11оз1юляет в дальпеl!шем ис1юльзова:1ъ e1'U для решения дру1·их 
неклассических ::1а11ач математи•1сской физики. 
Апробация работы. Резут,таты работы а11µ06ироuань1 на международ-
1101! 11ау•111ой конференции "Дифференциа.1ьные и интегральные уравнения" 
(Челябинск, 1999); Четве)УГОМ сибирском конгрессе по прикладной и инд,у­
стриа.11ы10й математике, ИНПРИМ ·· 2000 (Новосибирск, 2000); международ­
но!! школе-семинаре 110 геометрии и ана.пизу (Абрау-Дюрсо; Ростов на До-
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ну, 2000, 200,1) : III Между11а1юдrюй конференции 1ю матсмати • 1ескому мо­
делировавию (Якугск, 2001); междувщюдной научной конференции "Диф­
ференциаJlhНЫе и ин1'С1'р(1.11ы1ыс уравнения . Математи•1еские модели'' (Челя­
бинск, 2002) ; международной ко11феµенции 110 дифференциалhНhlМ уµ<1.вне11и­
ям и ди11ами•1еским системам (Суздаль, 2002, 2010); международной шкоJ1е­
конференции "Обратные задачи : теория и приложения" (Ханты-Мансийск, 
2002); международной конференции "Лаврентьснские чтения по математи­
ке , механике и физике" (Новосибирск, 2005); российской конференции, 110-
свяще111юй 50-летию Ин-та математики им. С.Л. Соболева СО РАН "Мате­
матика в современном мире" (Новосибирск, 2007) ; международной конферен­
ции "Дифференциальные уравнения. Функциональные пространства. Теория 
приближений'' (Новосибирск, 2008, 2013) ; международной конференции , 110-
свящященной памяти В.К . Иванова "Алгоритмический ана;1из неуст0Ачиtн"1х 
задач" (Екатеринбург, 2001, 2004, 2007, 2011); меж)\Уttародной конференции 
"Современные проблемы 11риктщной математики и механики: теория, экс­
перимент и практика" , посвященной 90-лстию со дня рождснин академика 
Н . Н. Яненко (Новосибирск , 2011) ; международной научно-практической кон­
ференции "Измерения: состояние , 1юµспективы развития" (Челябинск, 2012); 
международной конференции "Дифференциальные уµавнения и их прило­
жения" (r. Бел1·ород, 2013); lnternational confereпce "Differential and integral 
equation"(Odessa, Ukraine, 2000) ; International сопfс1·спсе "Ill-Posed апd lnverse 
ProЫems" (Novosjblrsk, 2002); International confercncc "KoJmogorov and con-
temporary mathematics'' (Moscow, 2003); Iпterпationa] coпference "Tikhonov апd 
contemporary шathematics : functional anaJysis and 1liffereпtial equatioпs" (Moscow, 
2006) ; lnternatioпaJ conference "Nonlincar partial differcntia] cquations"(AJusltt.a., 
lпstitute of Applicd Ma.thematics ашl Mechanics of NASU, Ukraine, 2003, 2005); 
Международной летней математической школе памяти В .А. Плотникова (Одес­
са, Украина, 2013). Результаты неоднократно докладывались на областном 
семинаре "Уравнения соболевского типа" профессора Г.А. Свиридюка, на се­
минаре кафе;r,ры прикладной математики и вычислительной техники МаГУ 
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11рофесt:ора С . И. Кад•rснко. 
Публикации. Результаты диссертаr\ии 011убликованы в 68 нау•rных ра-
ботах, срrщи них 34 статьи, 12 из которых статьи в веЛ}'щих российских 
рецензируемых научных журналах и изданиях, рекомен11.ованных ВАК, и 2 
свидете,1ьства о государственной регистрации ПJЮl'J>амм для ЭВМ. Их спиt:ок 
привощпси в конце автореферата. Список тезисов i(Ок:ш;~.ов включен в дис­
сертаr1ию . В t:онмеL'ТНЫХ с нау•1ным консультантом работах 1юслfщ11ему 11ри­
надлежит 11остановка зада•rи . IJ статьях с друr·ими соавторами в диссертацию 
вошли только рР~1у.1ьтаты , нолу•rенные се автором. 
Структура и объем работы. Диссе}УГп.ния с0<;тоит и3 введения , четы­
рех r ·лаы, зак;1ю•1ения, сниска Jiитсратуры и приложения. Объем диссерта11ии 
С\Х:тавляст 228 страшщ . Сrrисок ;rитсратуры содержит 232 наименования . 
Краткое содержание ,т~;иссертации 
Во введении приво;1ится 1юстановка :~ада•rи, ставится цеJiь исслс;1ова~1ия, 
оnисываютсн методы иссJiедованин и обосновывается актуа.J11,нос1ъ, теорети­
•rсскан и 11ракти•юсю1я зна•1имость проведенного исследования. 
Первая глава носвящена качественному и численному нсслсдованию мно­
готоче•rной нача.ль110-конеч1юй задачи для мате:.1атической модели транспор­
тировки нефти 110 трубощюводу, в основе которой лежит Оi\Номерный анало1' 
системы ураннений Осколкова, рассмотренное на конечном связном орисн­
тировано:v~ графе. Эта r·лава состоит из вос1,ми нараграфов . Они содержат 
оnрс11слении, тсuремы и uс11омогатель11ые утверждения, опираясь на I<оторые 
1юлу•1сны основные резуJJьтаты исследования . П 1.1 носит пропедевтический 
характер, он содержит {)(:новные определения и утверждении теории относи­
тслыю оr ·раниченных 01юраторов , постµоенной Г.А. Свиридюком8 . Пуст~, U и 
~ - банаховы прос·транства, 011ераторы L Е .C(U; ~) и М Е Cl{U; 3'). Введем в 
1'1Sviri<.lyuk G.A., E-"edorov У.Е. Linear Sotюtev type equation~ aod degenerш.e setnigroups of operators. t:trt.'Cht; 
1Joвto11; Kiil11; Tokyo: VSP, 2003. 
10 
рассмотре111ю L-резолъвеиrпиое мпоJ1ссство 
pL(M) = {µ Е 1С: (µL - М)- 1 Е .C(~;U)} 
и L-cnc?Cmp a-L(M) = 1С \ pL(M) оператора М. 
Определение 1 Оператор М назьшается сnсктрадьно о?.раrщче~тым отно­
сuтелыю оператора L, если 
3а >О V11 Е 1С (jµj >а)=> (µ Е pL(M)). 
Замечание 1 В дальнейшем будем счит-сtть, во-первых, устранимую особую 
точку полюсом норядка нуль; а во-вторых, выражение "спектрально оrранн­
•1енным относительно оператора L, причем его L-рсзольвента имеет в точке 
ос ПОЛЮ(; порядка р Е {О} U N" экнивалентным выражению "оператор М 
(L,р)-ограничен, р Е {О} U N". 
В n.1.2 и 1.3 приводятся необходимые результаты теории а11а..1ити•1еских 
групп операторов и докаэьшается обобщенная теорема о расщеплении, которая 
лежит в основе всех абстрактных результатов. В 11рсдпо,1ожении, что 
o-L(M) =f 0, существует замкнутый контур } 
ГС С, ограничивающий область D :J a-L(M), (8) 
построим интеrра.пы типа Ф. Рисса 
Р = ~1(µ[, - M)- 1Ldµ,Q = ~ ! L(µL- !1,1)- 1dµ. (9) 27П 27ТZ 
r r 
Лемма 1 Пусть вwполняетсл услов·и.е (8) 11 оператор М (L, р)-огранu'Чеt1. 
Тогда операторw Р : U ---t U, Q : ~ ---t ~ · проекторw. 
Положим U0 ~ kcr Р, .;у11=kerQ,1!1 = imP, ~1 77 imQ. Тогда U = U0 Е!ЭU1, 
~ = ;у6 ЕВ ~1 • Через Lt обозначим сужение оператора L на Uk, а через Mk 
обозначим сужение оператора М на domMk = domM nuk, k =О, 1. 
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Теорема 1 Пуr:rти, выполисн.ы ус.лов·ия, ле.мм·ы 1. Toгi:Ja 
(i) Lk Е .C(Uk;jk), k - О, 1; 
(ii) А/о Е Cl{U0 ; 3'°), М1 Е .C(U1; J 1); 
(iii) существуют оnератор·ы J;; 1 Е .C(J1;U1) и М0 1 Е .C(J'°;U0). 
Пуст~, теперь /,-t:нсктµ оператора 1Н удовлетворяет условию 
и 1·(.М) = ~ иf(М), n Е N. , "''""'" иf(М) i> ~ .. :~амкнутый 1 
контур Г1 С С, ограничивающий облаеть fJ1 :) aJ·(M), такой, •1то {Al) 
D1 n a/i'{Af) = 0 и Dk n D1=011µи нсех J, k,l ~ г,-n, k 'f l. 
Ан<i.1ю1·и•1tю {9) построим интегралы 
(10) 
Положим u0 = ker /', 3'° = ker CJ, Щ = iшР1 , J} = iшQj, .i =О, п, и через Lo 
обо:шачим сужение 011сратора J, на U0 , через Л1о обозна•1им сужение оператора 
М на domM n u0 . Обозначим через L1j сужение оператора L ва Щ, а. через 
M1j обоз11а•1им сужение оператора М на dошМ n U}, j ~ o;n. 
Теорема 2 (Обобщсннан теорема о расшсш1f'11ии). Пусть выnолн.еи'Ьt уС.11овш1 
(8) и (Al). То~да 
(i) /,0 Е C(U0;J°), L1j Е .C(UJ;Jj), j = 0,п; 
(ii} Мо Е СlЩ1 ; J°), M1j Е .C(U}; J}), j =О, п; 
(iii) существуют операторы. J;;} Е .C(J};U}), j = О,п, и Mi) 1 Е .C(J°;U0). 
IЗ n. 1.4 получен основной абстрактный резу.1ьтат данной глаuы ·- теоре­
ма об однозначной разрешимоеrи мноrоточе•1ной начально-конечной задачи 
длн лине'1ного уравнения соболевско1·0 тина е относительно р-оrраниченным 
011ератором М. Возьмем -::ю ~ а < то < т1 < т2 < ... < т" < /J ~ +оо, 
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'Uj Е li, j = D,"ii, J Е C""(JR.; ~) и µассмuтµим линейнuс неоднuродос уравне­
ние соболевско1'0 типа (5). Вектор-функцию и Е C:""(R.;li), удовлстворяюшую 
уравне11ию (5), назовем решением урааисн·их (5). Решение ·и= ·u(t), l Е (а, Ь) 
уравнения (5), удовлетворяющее условия!VI (4) на::ювем решением м11огаmо'lе'l­
ной начал·ьно-конечной Jадач·и алх ypaaнeшlJI (5). 
Теорема 3 Пусть оператор М (L,р)-ограничеt~, причем вwполнсно yr,дo6ue 
( AJ), Тогда d.ILJI люб-w:~.: J Е CX>(JR; 3")), и; Е 11, j = О, п существует едш1-
стпвенное решение задачи (5), (4), 11:оторое к тому :J/Ce имеет вид 
Р n n it и(t) = - L(мo-l Lo)q.~d"Q" 1 (ll-Q)f(q)(t)+ L и; т;Uj + L . ИJ s Li/Qjf(s)ds, 
q=O ;=О j=O т, 
В п, l,5 при1юдятся результаты решения задачи Штурма Лиувилля 11а 
графе, почерпнутые в рабm·е Г.А. Свири1~,юка, А.С. Шипилова9 , адаптирован­
ные к рв.ссматринаемой ситуации. В п.1.6 приводится редукция одномерного 
аналога сиt-rемы Осколкова - уравнений ви;1а 
(11) 
заданных на конечном связнuм орие11тирu1Jанном t'p3.!pe G = G(Q'J; <!:). Здесь 
Q'J = {V;} - множество вершин, а\!:= {Е1 } множество дуг. Предпо;~агае'r­
ся,что каждая дуга имеет длину t1 > О и ширину dз > О. Система Осколюr­
ва (3) моделирует динамику ско1юсти и давления вязкоупругоl! несжимаемой 
жидко<.."Ги, прообразом которой являются высокопарафиновые сорта нефти, 
добываемые, в частности, на месторождениях Западной Сибири. Здесь а Е IR.+ 
и >. Е IR. - параметры, характеризующие вязкие и упругие свой<..-rва жидкости. 
При э·rом уравнения (11), рассмотренные на 1·рафе, моделируют динамику 
скорости и давJ1е11ия вязкоуnругой несжимаемо!! жидкоети " трубопроноде. 
На графе G рассмотрим задачи с условием непрерывности 
Uj(O, t) = Uk(O, t) = Uт(lт, t) = ип(lп, t), 
Ej, Ek Е E"(V;), Еш, En Е E"'(V;) (12) 
•свирНдlОК Г.А., Шиnилов А.С. Об усm11'1ивост11 решениА уравнений Осколкона 11а графе // Дкффе­
ренц. ураанекuя. 2010. Т.4б, №5. С.737-742. 
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и ус.rюиием fut.11aн<:<1 потокон 
(13) 
(kнонным результатом этого 11араrрафа служит 
Теорема 4 Пр·и люб·ю: Л Е !R, cr Е JR \ {О}, и1 Е U, J О , n, мпогото-
'te 1111ax 1~ичал·ыш-коне-ч.ш1я :т.ди<tа (4), {12) , (13) dм ураинений {11) им1~Р.m 
сдинстаешюе реше1те 11 Е С00((а , Ь) ; U), которое к тому :же ·имr~ет аид 
п 
u(t) = L L e<•·(t ri)(uj, 'Plr.)f./Jk · 
J О L·:µ, e 7j· (M ) 
13 11 .1. 7 и 1.8 t:о;1.сржатся 011исанис а.:1горитма числешюrо мето,n.а и комп.1ск­
сн. nроrрамм, наr1иеан1101·0 на нзыке 111ю1·раммиронания высокого уровня С++, 
11рf!;\11а.'111а•1е1111ых для •1исленноrо рс111сию1 м1юrото•ючиой ш1.ча.;1ьио-ко11е•11юй 
:1а;\а• 1и ;1ля линейной мо;1сли Оt:кш1кова трансrюµтировки нефти 1ю трубuпро­
но;~.у, также 11ри11rщип:я вычис;л~1тс.1ьный экс11еримс11 ·1 ·. 
Пример 1. Найти решение м1ю1·оточе•11юй нача.:1ьно-коне•шой задачи 
Pj(111 (x,тj)-uj(x)) = L (щ(х,тj)- ~(x),<p1r.)'P1r. """О 
lr. : µ.foлf· (M) 
л:1я ур1111нсний Осколкова 
(14) 
(11:>) 
на ориентированном r ·рафе G, с днумя сое;\иненными ребрами и тремя вер­
шинами нри Зl!..l\ШlllЫX коэффиt\Иснтах а1 = -0, .5 , а2 = -0, 6, то= О , т 1 '-' ' О, 5, 
т2 = l , .\ 1 ,2 ~ -0 , 25 , d, ...,, d2=0, 2, L1,2=7Г. N=3. 
Рассматри11асмый 1 ·раф и:юбражсн на µи<: . 2. 
v, v .• 
В этом с.11учас уравнения Оско.:~кова пред.ставимы 11 виде 
-0, 25ин - U1иt = - 0, 5и1хх, 
-0, 25u2r. - U2.т.:rt = -0, 6и1хх· 
Условия непрерывности имеют вид 
а условия "баланса потока" -
u1:r(O) = (), 
О, 2u1r(1Г) =О, 2u2x(O), 
U2r(7i) = 0. 
(16) 
(17) 
(18) 
Решения щ(т, t), j = 1, 2 данной зада•ш будем искать в виде 1'8.IJС\ЖИнских 
сумм (2 3 
и1(х, t) =у:;;: L а;(t)ф;(х), 
0~1 
Змадим функции u0 , u 1, u2: u~(x) = 1-cos(x), ug(x) = sin (~), tt/ -: и~= О, 
иНх) = - cus(x) , u~(x) = cos(x), 11ачально-ко11е•1ныс услоtJия (14) зададим в 
виде 
(u(x,O) - u0(x) , tpk) =О, k =О, 1, 2, 
(и(х, 4> - u1(x), tpk) = ~· k = 1, 2, 3, 
(и(х, 1) - u2(x), fPk) =О, k =О, 1, З. 
При указанных значениях нараметроn получено решение змачи 
и~ - 0,28/ - 0,01 + О,32е о;тst~о;н + 4,73e· 0"4t + (0,93 - 0,09t+ 
+n,04t2 - О,08е-0:т5но;н + о,о&-ОР-1/) cos(x) + (-0,02 + 0,02t-
-0,02t2 · - 2,05е OЩ+IJ)!l - 2,05е - ll;;4t + 0,01С11:ТЫ+ll75) COS(:t'/2) , 
u2 = 0,28t - 0,01+0,32e-0751"'"0:i1 + 4,7зе-ом~ -- (0,93 ·- 0,09t+ 
+0,04t2 - 0,08e- OJbl t O)!J + 0,08е- 0:И!) cos(x) ·- (-0,02 + 0,02t-
-0,02t2 - 2,05e-Ul5!+02I - 2,05e-U,)4!-'- 0,01е-о,7Ы+О:ТS) sin(x/2) . 
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(19) 
2 
1 I 
1 s 
· ·--- -----;t о,_____ ______ ;п----- -----Тr.• 
Вторая глава посвящена ка•1естиснному и численному исс;~едоканию мно­
rо·rо•1счноА на•1мьно-ко11ечной заj\ачи для линсАноА матема1·ичсскоА моде­
ли 11лоско11аµа11ельной тсрмоко11nекции нязкоупруrоА несжимаемой жидкости. 
Эта глава состоит из восьми 11арагра.фов. В п. 2.1 2.3 11ри1щмтся нс1ю-
мо1 ·ате,1hныс снсцсню1 из теории относите;1ыю р-секториа.~hных опсратоµах, 
1>ы1юждс1111ых разрешающих 1ю.1у1·ру11п операторов и ностроение единиц rю­
лу1·ру1111 011ераторо11, а;1а11тирона1111ые к нашей ситуации. Принедем основные 
1ю11ятия и утверж11е11ю1 ;пих параграфов. 
Ilycт1, U и ;j' ·· банахоны пространсrна, оператор [J Е .C(.U; ;f), а оператор 
М Е Cl(U; j). Пусть р1·(М) # 0, тогда можно ввести н рассмотрс11ис правую 
и леоую 
р р 
H[~.p){Af) = П ll~.(M) и J.t~.p)(M) = П L;,(M) 
k=U k=I 
(L,р)-резольвент-ы опера'l'Ора М, здесь µk Е pL(M), k =О, . .. ,р. 
ОпредеJiение 2 Оператор М называется р-сектпориальным от11осиmел·ьпо 
онераrора L (короче, (!,, р)-1:екториальт11м), если существуют константы 
hK >О, а Е IR, е Е (1Г/2, 1Г) такие , что сектор 
s:.:в(М) = {µ Е с : 1 arg(µ - a)I < е, µ#а} с r/•(M), (20) 
11ричем 
(21) 
IG 
\1µ1; Е 8~~е(М), k = О , ... , р. 
Н n.2.4 сrроятся относительно спек1ра.1ьные проекторы, являющиеся в этом 
случае единицами нолугрупn операторов, при условии относительной р-секто­
риальности справа и слева. 
Пус~ъ оператор М (L, р)-секториадсн, р Е {О} U N, то1·да существуют 11ы-
рожл.еннhJС RНЯ.Jlиrичсскис 1юлуrрупnы операторов 
011ре11сле11ныс на 11ростр1шствах U и ;j" СООТllе'Г(.'Твенно . Введем 11 расс:1о1отрение 
ядра kerU """"u0 , ker F· = ;j"° и образы imU ,-с U1, iшF ,..., ;j"1 з-1·их полу1 ·ру1ш. 
Нетру)\110 показать. что uo еэ U1 = U0 GЭ Ul = U0 GЭ U1, ;jo Ф ;j' = ~ GЭ ;j1 
;r1 qэ ;J1. Сформулируем бо.1ее си,1ьнос утвержл.енис 
(А2) 
которое имеет место либо в слу•1ае сильной ( L, р )-секториа;1ы1ости оператора 
М с11рана {слева), р Е {О} U N, лиfю рефлсксивносrи пространства U (;j"). 
Обозначим через /,k сужение ш1сратора L на Uk, k =О, 1, а через Л-fk сужение 
оператора .М на dom.М n U\ k = О, 1. И сели 011ератор М сильно (L,р)­
секториалсн справа и r.лсва, р Е {О} U N, то Lk Е .C(Uk; ;jk), Mk Е Cl{U\ ;j"k), 
k ,,-.: О , 1, причем сущсс·гвуст оператор М[:/ Е .С(~; U0 ), а также проекторы 
/' = ,Ч - liПI U1 И Q = S - liш f'1, расщеП."!ЯЮЩИС СОГЛ8С110 (Л2) П\ЮL"Гр1!.11СТВ8. 
t-.O+ ! - •О - · 
U и ;J" соответственно, причем U 1 = iшР, ;j"1 = iшQ. Введем еще одно условие -
(АЗ) 
которое имеет место 11 CJ1y•1ae с;ильноil ( L, р)-секториа.лыюсти 011ератора М, 
р Е {О} U N. (В.Е. Федоровым бы,10 пока:1<1но, что (А2) вместе с услови­
ем (J"р)-секториальности оператора М, р Е {О} U N, дает сильную (JJ, р)­
секторимыюсть оператора М сr1рава (слева), р Е {О} U N, а если к ним доба­
вить у(:ловис (АЗ), то тюлу•1им сильную (L,р)-сектори~пьность оnера·гора М, 
р Е {О} U N). 
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П.2.5 1юсвяще11 исследованию мtюгото•1с•;1юй нача.11ьнu-конс•1ной за11,ачи для 
ураннсния сuбu.1евскuго типа с относите:~ ьно р-сскториа,1ьным 011сvатором Л.f. 
Теорема 5 Пусть в·ьшолняется условие (А 1). Тогда существуют 11роек1по­
р·ы Pj Е ,C(U) и Q1 Е .С(~), j = "Г11, которые и.меют вид 
liL liL .-pj = ~ R"(M)dµ, Q1 = ~ L1,(M)dµ, J = 1,n. 1П Г; 1П Г; (22) 
" ПоJюжим Ро = Р - L; Pj, Ро Е .C(U) · проектор. Возьмем Tj Е R+ (тj < 
j 1 
Tj ... 1), 1Lт; Е 11, j - O,n и рассмотрим задачу (4) для линейного уравнеliия 
coбo:ieEJcкoro типа (5), где f : IR+ -t ~· Вектор-функцию ·и Е С1 ((0, тп); 1l) n 
С([О, т"j;U), удовлетворяющую уравнению (5), назовем его ptшeiiueм; решение 
и= u(t) уравнения (5) назовем решением зада:ч.и (5), (1), если !im P0(u(t) --t--+то + 
и.о)= О и Pj(и(t) - и1 ) =О, j = l,n. 
Основным резулыатом л,анного пара1·рафа янляС'Гся теорема об однознач­
но!! разрешимости задачи (5), (4), 
Теорема 6 Пусть оператор М (L,р)-сскториален, nр·ичем вьшолнrm~t (Al) 
- (A.'J). Тогда д/111 любой ве.,,,"'mор-функчии J0 Е СР([О, тп]; ~)nс1н 1((0, тп); ~), 
f 1 Е С([О, тп]; ~1 ) существует единственное решение зада'Чи (5), (4) которое 
к тому :же имеет вид 
u(t) " - t(M0- 1Lo)qM0. 1fo(q)(t) + t UJ '1щ + t [ Иj-•Lj/Q1J(s)ds. 
qc 1 j=O j=O 71 
Полу•1енные абстрактные результаты применяются н п.2.б д.ая Jtи11еАной 
модели нлоскопара . .~лелыюй термоконвекции вязкоунруrо!! несжимаемой жид­
кости, рассмотрен1юй в области П = (О, а) х (О, Ь) Е JR2 
(>. - Л)Л'l/li = -vЛ2-ф - аО" + ( 01 = бЛ8 - f31/Jx + (, (23) 
с краевыми условиями Бенара 
'l/J(x, О, t) = Л·ф(х, О, t) = 'Ф(:с, Ь, t) 00- Лф(х, Ь, t) =О, (24) 
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О(х, О, t) = О(х, Ь, t) с- О, 
фунюtии ф и (} псµиодичны по J.' с пеµиодом а. 
(25) 
(26) 
Здес1, 11роводится редукция поставлешюй за.дачи к абстрактному уравнению 
(5). Пусть .U = Q:J х W, где Q:J = {v Е W24 (П) : v удовлетвоµяет (24), (26)}, 
W = L2(Щ, а ~ = (!) х SJ, б = fJ = f,2 (Щ; опеµатоµы L и М зада.цим 
формуJiа:-111 
L = ( (Л - Л)Л О ) 
о ll ' 
М= дт ( vл.2 а!_) (3_2_ м 
. дх 
соот1.~стственно. Очевидно, оператор L Е .C(.U; J), а оператор М Е Cl(.U; J), 
dom М = Q:J х { ш ~ W{(П) : ш удонлетворяет (24), (25) }. 
Доказынаст<.;я ( f,, 0)-<.;скториа.пьность опсµатоµа М. Основным результатом 
этого параграфа являет<.;я теорема об однозначной разрешимости мно1·оточеч­
ной нача.пыю-коне•шой задачи (4). 
Теорема 7 flp·u любwх о, /3, Л, 11 Е R; б, Tj Е IR+, Uj Е .U, j = О, п, ; ~. ( Е 
С1 ([0, тп]; L2(Щ) существует единственное решение, 11. = u(t) задачи (4) для 
уравнений (2.'3} с краев'Ьl.чи условtl.f!ми (24} {26}. 
П.2.7 посвящен нахождению собсп1енных значений и собственных функ­
ций для задачи Бенара для системы уµавнений Осколкова, которые бумт 
использованы д11я вычис,1ительных экспсµимснтов с линейной моделью ПЛ(}­
скоnараллелыюй термоконнекции нязкоу11µуrой несжимаемой жидкости. В n. 
2.8 содержатся 01111<.;ание н,,,1горитма чис.пепноrо метода и ком1шекса программ, 
11аr1иса111101·0 в вы•шс;штелыюй среде Maple, предназначенных !<ЛЯ численного 
µешения изучаемой модели, также приводится вычи<.;лительный эксперимент. 
Пример 2. В области !1 = [О, 1Г] х [О, 1Г] рас<.;матриваем си<.;тему уравнений 
(23) <.; усJюниями (24) - (26) nµи заданных коэффициентах v = 2, а = -1, 
(3 = 2, л = 1. 
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МножеL·пю соостве11ных функций ортонормированное в смысле /"2 следую­
щее: сч1 = * siп(2kx) sin(ly), i3kl = ~cos(2k:r) sin(ly), "ft се- Yf sin(ly). Га.11еркин­
скос нрибдижение к реше11ию 1юставленной задачи ВО-'lьмем в виде V' = а(t)(ж 11 , 
(} = h(t)/311 + r-(f)"f2• Зададим многоточечные начал1,но-конечные ус.;юния 11ри 
j = О из окрестности точки нуль, а(О) = 0.2, Ь(О) = 0.1, r-(0) = 0.2. Решим 
поставленную задачу ДJiя данной системы уравнений. Результаты 'tислен1ю1·0 
решения •~астично 11риведены в та.блице 1. 
ТаБл.1: Чнсленное решение сис1'смы с начально-ко11еч11ыми услоuия><и а(О) = U.2, Ь(О) - 0.1, 
r.(U) =0.2 
t a(t) b(t) ' c(t) 
0.1 0.1854240039 U.0886898129 0.1354017426 
-
0.3 0.1525995343 1 0.0730387274 0.0624894731 
0.4 0.1357883881 • 0.0663610716 0.0426287976 
---- ---- -------· ·-fo.os3s121б7в 0.6 0.1035998576 U.0200176562 
-
О.В 00749935012 0.0414719893 0.0095013049 
--
------------ ---
1.0 0.0509756644 0.0305398288 0.0015377105 
---- ·--
1.2 0.031785'1606 0.0211874342 1 0.0021642916 
1.4 0.0171784838 U.0135878727 : 0.0010216194 
J.6 0.0006299269 0.0077117905 ' 0.0004 733233 
Третья глава посвящена математической модели эволюции свободной по­
всрх1юсти фильтрующейся жидкости. В н. 3.1 3.4 прююдятся µезультаты 
теории сильно (L,р)-ра,лиа.11ьных операторов и адаптированные к нашей си­
туации. Пусть U и J ·· банаховы пространства, операторы L Е C(U; ;J) и 
М Е Cl(U:J'). 
Определение 3 Оператор М нюывается силыtо (L, р)-раJиальным, р Е {O}U 
N, сели 
(i) 3а Е R (а, +оо) с /-(М); 
(ii) 3К >О Vµ Е (а., +оо) Vn Е N 
max{ll(R~(M))n(p+l)ll.c(1J), ll(L~(.М))"(p+l)ll.cr;JJ} <:К(µ- a)·n(p+l); 
(iii) еущсствует плотный в ;J линсал J, такой, что 
jjM(µL- M)- 1 (L~(.М))P+ 1 JlliJ :=:; (µ-а)-Р-2 ·const(f), Vf Ei, Vµ Е (а, +оо); 
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(iv) jl(L;(M))P""-1(µL - 1i1)-1llc(J;U) :-::; К(µ - а) Р 2, Vµ Е (а, +оо). 
В условиях сильноА (L,р)-радиальности оператора Л,/ построим о п.3.5. 
едипипу разрешающе!! полугруппы однородного уравнения соболсвского типа, 
К<Уrорая является проектором, расщепляющим пространство ti 
(
k )k Р = и0 = s- Iim и1 , и1 ,,,.. s- Iim -Rr(M) , 
1-.0+ k ->оо t • 
k>p. 
Ана.;юги•1но можно пост1юить проектор для пространства ;j 
Q = Р0 = 8- lim Р1 , F1 = s- lirn (~Ц(м))k, k > р. 
1--+0+ k-ис /. t 
Кроме того, ядра ker и· = u0 , ker Р = F1 и образы iшu· = U1 , iшР· = ;!1 этих 
11олу1·рупп имеют вид. 
Дополнительно к услонию (Al) введем еще два условия. 
(Bl) 
Обозначим чсрс:1 Lk сужение оператора [,на Uk, k = О, 1, а •1ерез Mk - сужение 
оператора М па domAJ n Uk, k = О, 1. И если оператор М сильно (L,р)­
радиа,1ен, р Е {О} U N, то [,k Е .C(Uk; ;!k), Mk Е Cl(Uk; Jk), k = О, 1, причем 
существует оператор М0 1 Е .C(;~0 ;U0 ). 13 с.а.учае сильной (L,р)-ра,циальносrи 
онератора Лl, р Е {О} U N выполняется еще одно условие -
существует оператор Li- 1 Е .С(3\ U1). (В2) 
Если оператор Лif сильно (L,р)-радиален справа, и выполняются у(;ловия 
(Лl), (Bl), (ТЗ2), то PJ = ~ { R;(M)dµ, j-"-- Т,-n, - проекторы. Положим 
27!'1 1,, 
" rъ = р - L Pi, Ро Е C(U) - проектор. Возьмем Tj Е IR+ (тj < Tj+J), и,, Е 
jc-J 
U, j = О, n и рассмотрим задачу (4) для линейного уравнения соболенского 
типа (5), где f Е C 00 (1R+;3'). Вектор-функцию и Е C1 ((0,т");ti)nC((O,тпJ;ti), 
удов;1етворяющую уравнению (5), назовем е1·0 решекием; решение и = u(t) 
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уравнения (5) назовс:.1 реше11ием заdа'Чи (5), (4) , если lim Po(u(t) - и0 ) =О и 
t --+T11 
Pj (u(t) - uj) =О , j =О, п. 
В случае их выполнения с11раве,1V1ива теорема об однознач110!1 разрешимо­
сти мно1·01'0чечной на,1а.;1ьно-конечной за,цачи 
Теорема 8 Пусть оператор М (J,,р)-радиален, nри'Чем выполнен·ы {Bl) -{В3). 
Тогда дм Л!обой вектор-функции 1° Е СР([О, Tn]; F') n с1>1· 1 ((О, in); F'), / 1 Е 
С((О, т"];iJ 1 ) существует r.динстве1тое решение задачи (5), (4) которое к 
тому же имеет вид 
" 11 п 1· 
u(t) = - L)Mo"1 Lo)qMo 1fO(q) + L:v;-r,Uj + L ! u;-·'L]]Qjf(s)ds . 
q=I р О J=O т; 
В п .3 . 6 1юJ1у•1е11ные абстрактные результаты применяются для решения мно­
гоrоченой нача.%но-конечной задачи для линейной модеJш эволюции свобод­
ной поверхности фиш,-грующейся жидкости. Пусть !1 с IRn ". ограниченная 
область с rµаницей ОП класса С"". Рассмотрим уµаонение 
(Л - д)u, = rtЛu - /3Л2и + f, (27) 
где Л Е IR, а, /3 Е: IR+, с кµа.свыми ус,1овиями 
и(х , t) = Ли(х , t) =О, (х, t) Е д!1 х JR+. (28) 
8 соотнетствующих функциональных простра11ствах U {и Е W1~(f!) : 
выпо.шяется условие (28)} и iJ -"- w;(Щ, где k Е {О} U N, р Е (1, +ос), 
W~(n) простµанства Соболева. определим операторы L Л - Л, JJ Е 
.C(U:iJ) и М =ад - /3д2 , М Е Cl(U; ;J) где domM ={и Е w;+2 (П) 
выполняется условие (28)} 
Лемма 2 llpu люб/J/,х Л Е JR \{О, а · /] - 1} onep11mop М сщьно (L, 0) -радиалеп. 
В силу тсоµемы 8 имеет место 
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Теорема 9 При л1объ~х Л f 1R \ {0,n · ,5- 1 }, ,3 Е R+, ио Е domM, Uт Е 11, 
f Е ~ сущсстrзуеrп есhтстаенное реше~ше и Е С 1 ([0, т];il) зада•щ (4), (28} 
OЛJt уравнени.я (27), которое имеет вид 
. L li _. (алk -/ЗЧ(t _ ·))] U.'Pk)'Pk т ехр , , т1 , .~, 2 . L Л - Лk 0Лk -- µЛ 
k:µ.cuf(M) k 
I3 н.3. 7 и 3.8 СОJl.ержатся описание алгоритма численного метода и комплек­
СR программ, написанного на языке врограммирования нысокого уровня С++, 
11рСJ1.назиа•1е11ных для •шсле111ю1'0 решения многоточечной началыю-консчноА 
:iадачи для линейной модели эволю11ии свободной поверхности фильтрующей­
ся жидкости, также приводится вычислительный эксперимент. 
Пример 3. Найти решение :.::ал.ачи на отрезке длины 7Г, N = 3 
(29) 
Компоненты вектор-функции решения u(t, х) данной задачи буJ1.ем искать со­
з 
ответственно н HИJl.e гс1J1еркинских сумм u(t, s) = L a;(t)ip;(x), где :р;(т) -
i=l 
собстненные функции за,,~.ачи Штурма - Лиувилля на отрезке. Тогда решение 
на•1аль110-коне•шой задачи а1 (О) = 5, 142, az(O) = -0, 904, аз(l) --= О 11редста­
вимо 11 виде 
и(t,х)=4,2б5 - 0,202t + О,42бt2 + 0,191{1 + О,877е1 + (0,060t -
-0,020t2 + 0,010{1 - О, 275) cos(x)+ (0,994 - 0,363t + 0,006t2--
-0,385{1 + 0,252e2•082t-2•002) cos(x/2), 
Четвертая глава 11освящена изучению многоточе•1ной начаJ1ыю-консчноА за­
дачи для линейной модели Баренблатта - Же,1това - КочиноА с аддитивным 
белым шумом. I3 п. 4.1 вводятся основные понятия, 011ределенин и утвержде­
ния, необходимые ДJlя изучения К-винеровских 111ю11ессов. 
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Пусть П = (П, А, Р) · 11оj 1ное всроятност11ое nроетранство, 11 ~ (11, (-.-)) 
веще1:1·вешюе сепарабс.аьное 1·ильбертшю пространство , снl!.бжсннuс борелеu­
с.:кой 1Т-ал1·еброй. Пос;Jс;101штс,1ьность {i3k(t)}, t Е R+ независимых одномер­
ных (стан;\артных) винеровских нроцессов Pk(t) = /'Jk(t,r..v), :Зk: i+ х [} ~ JR, 
КО'l'ОрЫе еще на.зьшаЮ'J' броуt~овск·uмu двUЖCll'IJ.ЯMU, а Ak - собс'l'ВСННЫС зна•Jе­
llИЯ я;1.ерноJ'О оператора. 
Определение 4 Случайный процесс 
00 
W(t) = W(t,r..v) = L A/11:(t);p1;, l Е R+. (30) 
k=I 
назынеi.стся (11-зн.а<tнwм, ядерн. ·ым) К -винеровским nроцессо.к 
К-винсровский nроцесс обладает слеА)'щими свойствами. 
(Wl) W(O) =О 11.н. на П, и траектории n.н. шшрерыRны на iRt. 
(W2) Траектории К-винеровского процесса п.11. недифференцируемы ни в 
одной то•tкс t Е Rt и 11а любом нромсжутке J С R 1 имеют неограничеюшую 
вариацию. 
(W3) К-Винсровский IJJXЩCCC - гауссов. 
В п . 4.2 рассматриваетсн многоточечная начально-конечная зв,дача для 
уравнения соболевского тн11а с адцитивным белым шумом. Пусть 11 и ~ - ве­
щественные сепарабельные гильбертовы пространства, операrор К Е .C(.U) 
-· ядерный, а оnераторы L, М, N Е .C(U; ~), nричсм оператор М (L, р)­
ограничен, р Е {О} U N. Рассмслрим линейное стохастическое уравнение 
/,dТ/ = м-"dt + N Ь ~V. (31) 
где в npanoll части через liW обозначен обобщенный дифференuиал (11-значноrо) 
К-винероu<:ко~·о нроцесса. Цель данного параграфа - постановка и исслсдо11а­
ние м1юготочечной нача;1ьно-конечной зада•1и для уравнения (31). Согласно 
пункту 1.2 диссертации 11отребуем выполнение условия (Al), благодаря ко­
торому построим nроекторы в пространствах U и ;ч соответственно Pj, Qj, 
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j = Q,1i по формуле {10). Да.;1ее, на 1юлуинтср11а.1с IR+ выберем точки Tj , 
j = Г,Тi, такие, что О :::; то <. т1 < т2 < . . . < т71 11 (Н-зна•rные) независимые 
1:луча1!11ыс величины Е;} Е L2, J = l,n. Ана1101·ично 11у11кту 1.4 поставим мно-
1·отuчсчную нача.льн~конечную задачу - найти случайны!! процесс 77 Е CL2, 
У/\О&11епюряющий уравнению (31) и условиям 
(32) 
EeJJИ в1>11юлнено у~;;ювис 
QN=N, (33) 
то !:! еилу теоремы 3 nострuим единственное "форма.111,11m.~ 11 решение 77 = 11(t) 
задачи (31), (32) 
11(t) = t иJ-т1 Р1 ~1 + t [ uj-'L\/Q/1W(s)d8, t Е fi[;. (34) 
J=O j~O. Т1 
Теорема 10 Пусть оператор М (L,р)-огран:и.чен, р Е {О} U N, и вwnо.11не11и 
ycлoo·UJI ( AI), {33). Пусть С.11уча-йнъ~е величины ~j Е L2 , j =О, n , не.зависимы. 
Тогда r:лу'Чайш>tй процесс 17 принадлежит CL2 {iii;) и определен формулой 
" 11(1) "- 2: (u;-т;pj~j + J,i/Qj(W(t)- w·(тj))) 
j~O 
Определение 5 Пусть 011ератор М (L, р)-ограничсн, р Е {О} UN, и выполне-
11ы уе;ювня {Al) и (33). Пустt-. слу•1айные величины ~j Е L2 (или их прuекцни 
Pj~j Е L2), J = О, п. То1да при любом (U-значном) К-винсровском 11rхщсс­
сс W Е CL2 слу•1а!!ныА nроцt.ч;с 71, онрсделенный форму.;юй (35) 11а;~ы11аетси 
рt:ШР.НиР.м задачи (.'JJ), {32). 
В п. 4 .З проводится 110<:трое11ие ядерного оператора л-;/ и нахождении е1·0 соб­
ственных значений, которые понадобятся для нычнслительного эксперимента. 
В n 4.4 рассматривается стохасти•1сская модель Баренблатта - ЖеJ1то11а ·· к~ 
чиной. Пусть С с !Ra ··· О1·раниченная область с границей дG класса С"". Будем 
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искатh случаl!ный 11роцесс и= u(x, t), удокж.."I'!!Оряющий к цилиндре {2 х R+ 
стохастическому уравнению 
(Л - Л)dи = a:Лudt + NdИ' (36) 
и условиям Дирихле 
и(х, t) =О, (х, t) Е дG х IR+. (37) 
Зf\ес1, параметр а Е JR \{О}, Л Е IR. Уря.внение моделирует динамику /\авле­
ния жидкости, фильтрующейся в трещинновато-пористоl! среде со случайным 
внешним l!ОЗдеllt"Гвие:-1. 
Приводится редукция {36), (37) к уравнению соболевского тива (31) с адди­
тивным бс;1ым шумом, под которым вонимастся производная К-винеровекого 
вроцесса. Дал<..>е, на основании абстрактного результата об однозначноl! раз­
решимости многоточечной нача.11ы10-консчной зада•1и (31), (32) доказывается 
Теорема 11 При любwх -Л Е {µk}, а Е R \{О} и~ Е L2 такой, -что вЪt­
пол11ено {Al}, существует едшtственное решение и Е CL2 зада-чи {92} для 
стохасти•tеского уравненv.я Барен.блатта - Жмтова - Ко•~uной с аддитив­
ньw белwм шумом и условием (37}. 
13 n.4.5 и 1.6 содержатся описание а.11горитма численного метода и ком­
плекса программ, написанного в вычислите,1ьно1! среде Maple, предназначен­
н1.1х /\ЛЯ чис.1енного решения многоточечной начально-конечной задачи для 
лине!!1ю!! модели Баренблатта Желтова - Кочиной с аддитивным белым 
шумом, также приводится вы•1исли'Г€.11ы1ый эксперимент. 
В заключении представлены выКОi\Ы по результатам исс11е;1ований и обос­
новывается соответствие рабаrы паспорту специальности 05.13.18. 
В приложении представлены свидетельства о регистрации программ "Чис­
ленное иссJiедование динамики вязкоупру1'ОЙ жидкости в трубопроводе", и 
"Численное реше11ие мноrоточеч11ой начально-ко11ечной задачи для уравнения 
Навье - Стокса". 
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Результаты, вьпюсимые на за~циту: 
1. Разработан на основе мно1·оточеч11ых начально-конечных усJ1011ий новый 
метод моделирования различных процессов, позволяющий находить изучае­
мые 11арамт·ры физической системы. 
2. Пост1юена ка•1еетuенная теория исследования многоточечных нача.;1ьно­
конечных за;1ач л.ш1 математических моделей, основанных на линеl!иых урав­
нениях еобоJ1евекого тина с относителыю р-ограниченным, относительно р­
секториа.пьным и относительно р-радиw1ьным опера:rором Nl. 
3. Ис<'Jiедована математи•1еская мол.с:1ь тµанс110ртиро11ка нефти 1ю тру­
бопрvяо,~,у и доказана однозначная разрешимос'Ть мноюточеч110А нача;1ьно­
консчноА задачи л.ля Э'\'ОЙ модели. 
4. ИееJ1е;1онана математическая модель плоскоттараллелыюй термоко11век-
11ии визкоу11ру1·ой неежимасмой жидкоС'rи и доказана одно~iначная ра.зрсши­
мо<.:ть многоточе•1ноl1 начw1ыю-ко11еч110й задачи для этой модели . 
5. Иссле;1m~ана математическая модель эволюции свободной поверхности 
фильтрующейся жидкости и доказана 011нознач11ая разреrдимость многото­
•1е•1110й 11а•1а.11ыю-конечной задачи ;1,.ля этой модели. 
6. И1:с;~ед01:1а11а стохастическая математи•1еска.я моде;1ь динамики давления 
жидкости, фи,1ьтрующсй<.:я в трещинновато-пористой <.:реде и доказана одно­
зна•111ая разрешимость многоточечной начн.льно-конечной задачи для этой мо­
дели. 
7. Разработаны а.пrоритмы численных методов решения м1юготочеч11ых иа­
чапьно-консчных за.т1а•1 для исс;1едуемых моделей. 
8. Реw1изо11а11ы разработанные численные методы в виде программ для 
ЭВМ и про1ю11ены оы•1ис;1итР,;1ы1ые экс11ериме11ты для численного решения 
м1юrоточе•111ых 11а•1а.1ьно-конечных за,п.а•1 для одномерных уравнс11иА Оскол· 
кона 11а коне•1ном св.нэном ориентироnанном rрафе; ДJIЯ линеаризованной си­
стемы ураuнений ОскоJ1кова, рассмотренной в области; для линеаризованного 
уравнения Дзекцера и стохастичсекоrо уравнения Баренбла'Г'!'а - Желтова -
Кочиной. 
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Полученные результаты соответствуют следующим областям исследования 
специальности: 
1) разработка. новых математических методов моделирования объектов и 
явлений (11.l); 
2) развитие качественных и приближенных аналитических методов иссле­
дования математических моделей (п.2); 
3) реализация эффективных численных методов и алгоритмов в виде ком­
плексов проблемно-ориентированных программ для проведения вычислитель­
ных экспериментов (п.4). 
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